
本研究に利用したツール・専門用語を整理する。
PSLQアルゴリズム: 整数関係を見つけるためのアルゴリズムである[1]。
リッジ回帰: 最小二乗法に正則化項を加えることで,
過学習を抑えながら回帰係数を推定する線
形回帰手法である[2]。過学習を防ぐと同時に,
変数が互いに強く相関している多重共線性の問
題を解決できる。
過学習: 数値モデルが個別のデータが持つ偶然の誤差にまで過剰に適合してしまう現象である。
正則化: 機械学習モデルにおける過学習を減らす手法である。

以下, リーマンゼータ関数に関わる定義と関係式を整理する。
リーマンゼータ関数: 複素数
s
,
実部
Re
s>1のとき,
下記左のζ(s)をリーマンゼータ関数とい
う。
多重ゼータ値: 深さである成分の個数 r , 重さである成分の総和 k +…+k  に対し, 下記のζ(k ,
... , k )を多重ゼータ値という。正整数 r 個の組 k = (k , ... , k ) をインデックスと呼び, 最後の
成分 k  が 2 以上である時に収束インデックスと呼ぶ。
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双対性: 互いに重さが等しい関係にある二つの収束インデックス k, k' に対し, ζ(k) = ζ(k') が
成り立つ。

 　 例:
ζ(3)
=ζ(2,
1)
和公式: 重さk,
深さn(1
≤
n
<
k)を固定して,
その重さ,
深さを持つ多重ゼータ値すべての和を
とるとリーマンゼータ値となる。

　  例: ζ(5)
=ζ(2,
3)+ζ(3,
2)+ζ(4,
1)
Hoffmanの関係式: 収束インデックス k = (k , ... , k ) に対し, 次が成り立つ。1 n

 



例: k
=
(2,
3)
に対して,
ζ(3,
3)+ζ(2,
4)
=ζ(2,
3)+ζ(2,
1,
2)+ζ(3,
1,
1)
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先行研究と研究目的
先行研究: Zagierは多重ゼータ値がつくる空間の次元を予想し, その正しさを理論と計算機の両面か
ら確かめた[4][5]。その一方で, ζ(3)やζ(5)といった奇数値どうしの独立性や, 多重ゼータ値の関
係式の全容は, いまだに解明されていない[4][5][6]。本研究はこの未解決部分に焦点をあて, 奇数重
さの多重ゼータ値がもつ線形的な構造を, PSLQアルゴリズムやリッジ回帰によって具体的に調べた
ものである。
目的: リーマンゼータ関数の正の奇数値と奇数重さに特有の多重ゼータ値との関係性を明らかにす
る。

−リーマンゼータ関数の奇数値と多重ゼータ値の関係性−
大阪教育大学附属高等学校池田校舎 2年3組
陳
翊萱

概要
本研究では, 3～13の奇数重さのリーマンゼータ値と2〜4の深さの多重ゼータ値の既知の等式を
PSLQアルゴリズムで探索し, 3, 5, 7の重さでは一部の既知の等式を確認したが, 9, 11, 13の重さでは
リーマンゼータ値と多重ゼータ値の精度不足によりPSLQアルゴリズムの限界が示された。リッジ回
帰を用いてリーマンゼータ関数の正の奇数値と3, 4, 5の深さ, 重さ9における多重ゼータ値との等式
を探索した結果, 一つの未知の線形関係式が得られ, 数学的厳密性を確認するために更に理論的な証
明が必要である。
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[表1] PSLQアルゴリズムの精度設定

以下のすべての数値実験または分析はVisual Studio
Codeで行った。
リーマンゼータ関数の正の奇数値(ζ(3)〜ζ(13))と2, 3, 4の深さにおける多重ゼータ値との等
式をPSLQアルゴリズムで探索した[表1]。
リーマンゼータ関数の正の奇数値と3, 4, 5の深さ, 重さ9における多重ゼータ値との等式をリッジ
回帰で探索し[図1], 得られた等式の信頼性を評価するため, 多重ゼータ値の級数の打ち切り項数
N を500, 1000, 2000, 4000, 8000と変化させながら, 各Nにおける左辺と右辺の残差の絶対値を
計算した[表2]。

研究方法

[表2]リッジ回帰の精度設定と数値計算パラメータ
ここでmp.dpsとは, mpmathライブラ
リにおける小数点以下の有効桁数を指
定するパラメータであり, この値を大
きくするほど計算精度は向上するが,
その分計算時間も増加する。

ここで正則化パラメータλは過学習を
防ぐためのペナルティの強さを制御す
るパラメータであり, 連分数展開項数
は係数を有理数近似する際の連分数の
最大項数を意味する。

values: 3, 4, 5の深さ, 重さ9における
多重ゼータ値のリスト
M: 3, 4, 5の深さ, 重さ9における多
重ゼータ値の個数(合計91個)

valuesをPythonのリストに変換
ζ(9)の1×1 の行列を作成

[図1]リッジ回帰によるリーマンゼータ
関数の正の奇数値と3, 4, 5の深さ, 重
さ9における多重ゼータ値との等式探索
のコードの一部

研究結果① [既知の等式の検証]
以下はPSLQアルゴリズムを用いたゼータ関数の奇数値と多重ゼータ値との等式の数値実験としての
探索である。以下の等式を検出できた。

ζ(3) =
ζ(2,1)
(和公式,
双対性,
Hoffmanの関係式より導出)
ζ(5) =
ζ(2,3)
+
ζ(3,2)
+
ζ(4,1)
(和公式より導出)
ζ(7) =
ζ(2,5)
+
ζ(3,4)
+
ζ(4,3)
+
ζ(5,2)
+
ζ(6,1)
(和公式より導出)
ζ(1,1,3) -ζ(1,2,2)
=
0
(双対性より導出)
ζ(1,1,5) - ζ(1,3,3) = 0 (双対性より導出)

 ※括弧内は何の公式から導くのができるかを示している。

研究結果② [多重ゼータ値の関係式の探索]
リーマンゼータ関数の正の奇数値と3, 4, 5の深さ, 重さ9における多重ゼータ値との等式をリッジ回
帰で探索した結果として, 次の式を検出できた。

等式の左辺と右辺との残差を打ち切り項数Nごとに (500, 1000, 2000, 4000, 8000) 求めた[表3][表

4]。残差は N=8000
で最小
(0.0023)
となり,
N≥2000
で
0.0023
~
0.0180
に収束すると見られる。

[表3]各打ち切り項数における多重ゼータ値

[表4]各打ち切り項数における残差

左辺 右辺 残差 指数 残差 小数残差（指数）

考察
リッジ回帰により, ζ(9)と3, 4, 5 深さの多重ゼータ値を結ぶ未知の線形関係式が数値的に示唆さ
れた。係数は複雑な有理数でよく近似され, 残差も偶然とは考えにくいほど小さい。しかし, 打ち切
り項数 N を増やしても残差の減少は不安定で, 明確な収束は確認できなかった。このことから, こ
の式は打ち切り誤差の影響を強く受けており, 数学的に厳密な等式であるかを示すことはできてい
ない。

今後の展望
PSLQアルゴリズムを用いた既知の等式の検証における精度不足の具体的な要因を解明すること
が今後の課題である。
リッジ回帰を用いたリーマンゼータ関数の奇数値と多重ゼータ値との等式探索で得られた未知の
線形関係式を多重ゼータ値の定義・性質から理論的に証明する必要がある。
得られた近似式をPSLQアルゴリズムで整数関係を探索し, 係数を再確認することで厳密性を改め
て評価する見込みがある。
本研究のリッジ回帰を用いた等式探索の多重ゼータ値の重さの範囲を更に拡大し, 新しい等式の
発見を目指す。

研究方法

(M×1)×(1×M)=M×Mの外積行列
(M×1)×(1×1) = M×1の右辺ベク
トル

M×Mの単位行列

誤 差

正則化パラメータ
連分数展開項数

N（深さ3）
N（深さ4）
N（深さ5）

重さ

残差（小数）右辺左辺


